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Plan du Chapitre 

› Section 1: Généralités

› Section 2 : Loi de probabilité et indicateurs d'une variable aléatoire

finie

› Section 3 : Variables aléatoires discrètes et continues

› Section 4: Fonction de répartition

› Section 5: Loi des grands nombres (convergence en probabilité)
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Objectifs:

- Définir la notion de la variable aléatoire.

- Etudier les variables aléatoires discrètes et continues.

- Traiter les caractéristiques des variables aléatoires.

- Définir : la notion de l’espérance mathématique, de la variance, de l’écart type.

- L’inégalité de Biénaymé Tchebycheff.
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Section 1: Généralités

Trois concepts sont souvent à l’origine des confusions dans la théorie des probabilités :

1. Expérience aléatoire:

Une expérience est dite aléatoire si l’on ne peut prévoir son résultat et si, répétée dans des conditions

identiques, elle peut donner des résultats différents.

Exemple:

-Jeter une pièce de monnaie

2. Variable aléatoire:

On définit une variable aléatoire lorsqu’on associe un nombre réel à chacun des résultats possibles

d’une expérience aléatoire. Il est possible de définir plusieurs variables aléatoire à partir d’une expérience

aléatoire réalisée.
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Exemple:

On lance une pièce de monnaie. On peut définir une variable aléatoire en associant (0) au résultat pile et

(1) au résultat face et écrire dans ce cas :

 X = 0, si le résultat est pile ;

 X = 1, si le résultat est face.

3. Loi de probabilité

Si à chacun des nombres associés aux résultats possibles de l’expérience aléatoire, on associe la

probabilité de sa réalisation, on dira qu’on a défini une loi de probabilité.

Exemple:

Dans l’exemple du lancer de la pièce de monnaie, la probabilité d’avoir pile est égale à 0,5 et celle

d’obtenir face est aussi égale à 0,5. La loi de probabilité de la variable aléatoire étudiée est:
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Résultats de l’expérience Pile Face

Les valeurs associées aux résultats possibles (xi) 0 1

Les probabilités de réalisation des résultats P(X=xi )
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Lors d’une expérience aléatoire, il arrive souvent qu’on s’intéresse plus à une fonction du

résultat qu’au résultat lui-même.

Rappel sur le concept d’une fonction

Soient 𝑬 et 𝑭 deux ensembles arbitraires. On suppose qu'à tout 𝒙 ∈ 𝑬 correspond un élément

unique de 𝑭.

On dit que cette correspondance est une fonction (ou une application) de 𝑬 dans 𝑭, et l'on

écrit 𝒇 ∶ 𝑬 → 𝑭.

On désigne par 𝒇(𝒙) l'élément de 𝐹 qui correspond à 𝑥 et on l'appelle l'image de 𝒙 par 𝒇.

L'image 𝒇(𝑨) d'un sous-ensemble quelconque 𝑨 de 𝑬, et l'image inverse 𝒇−𝟏(𝑩) d'un sous-

ensemble quelconque 𝑩 de 𝑭 sont définies par :

𝒇 𝑨 = {𝒇 𝒙 : 𝒙 ∈ 𝑨} 𝒇−𝟏 𝑩 = {𝒙: 𝒇(𝒙) ∈ 𝑩}

𝒇(𝑨) est l'ensemble des images des points de 𝑨 et 𝒇−𝟏(𝑩) est l'ensemble des points dont les

images sont dans 𝑩. En particulier, l'ensemble 𝑓(𝐸) de tous les points images est l'ensemble

image de 𝑓.
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Supposons que 𝑬 est l'ensemble fondamental correspondant à une certaine expérience aléatoire.

Dans le vocabulaire probabiliste, 𝑬 est l’ensemble fondamental 𝛀.

Définition d’une variable aléatoire:

Une v.a. 𝑿 sur un ensemble fondamental Ω est une fonction de 𝛀 dans l'ensemble 𝕽 des nombres

réels, telle que l'inverse de chaque intervalle de ℜ soit un événement 𝐴 de Ω .

𝑿 ∶ Ω → 𝕽
 C’est une fonction qui associe à chaque résultat d’une expérience aléatoire un nombre.

 L’ensemble des valeurs que peut prendre la v.a est appeler l’ensemble de réalisation 𝒇(𝑿).

Remarque : 

 Lorsque l’ensemble de réalisation 𝒇(𝑿) est fini ou dénombrable, on dit que la v.a. est

discrète.

 Lorsque 𝑓(𝑋) est non dénombrable, on dit que la v.a. est continue.
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Exemple :

On jette un dé et on s’intéresse au nombre inscrit sur la face supérieure. On définit alors Ω par:

Ω={1; 2; 3; 4; 5; 6}

-Soit X la variable aléatoire qui caractérise le résultat de cette expérience aléatoire.

- X est une variable aléatoire discrète, elle peut prendre les valeurs entières 1, 2, 3, 4, 5, et 6.
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Définition 

Une v.a. est discrète si elle varie de façon discontinue, la variable ne peut

prendre que des valeurs entières.

Pour une même expérience aléatoire, on peut imaginer plusieurs variables aléatoires. Par exemple,

l'expérience qui consiste à lancer un dé, on peut associer le nombre de points obtenus, ou associer encore

par exemple, le nombre 0 si on obtient un nombre pair et le nombre 1 si on obtient un nombre impair, etc.

Donc on aura : On peut écrire aussi :

𝜔1 ⟶ 𝑥1 𝑋 𝜔1 = 𝑥1
𝜔2 ⟶ 𝑥2 𝑋 𝜔2 = 𝑥2
𝜔3 ⟶ 𝑥3 𝑋 𝜔3 = 𝑥3
⋮ ⟶ ⋮ ⋮ = ⋮

𝜔𝑛 ⟶ 𝑥𝑛 𝑋 𝜔𝑛 = 𝑥𝑛

Une v.a. génère un ensemble fini de nombres réels 𝑥1, ..., 𝑥𝑛. À chaque nombre 𝒙𝒊 on peut faire

correspondre 𝒑𝒊 , la probabilité, dans l'espace probabilisé (Ω , 𝑨, 𝑷), de l'événement formé par les

épreuves qui sont en correspondance avec 𝑥𝑖, on dit aussi que 𝒑𝒊 est la probabilité avec laquelle la v.a

prend la valeur 𝒙𝒊 et on écrit 𝒑𝒊 = 𝑷 𝑿 = 𝒙𝒊 , 𝒊 = 𝟏, . . , 𝒏:



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 2: Loi de probabilité et indicateurs d'une variable aléatoire finie

Définition

 On a  𝑝𝑖 = 1.

 La donnée des couples (𝒙𝒌, 𝒑𝒌) définit la loi de probabilité 𝒇 de la v.a. (distribution).

 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, . . , 𝑛 . La loi de probabilité 𝑓 de 𝑋 satisfait les conditions suivantes :

𝒇(𝒙𝒊) ≥ 𝟎  𝒇(𝒙𝒊) = 𝟏
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1. Espérance mathématique 

Si 𝑿 est une v.a. ayant la loi de probabilité précédente, la moyenne ou l'espérance mathématique de 𝑿

que l'on note 𝑬(𝑿) ou 𝝁𝒙, ou encore 𝑬 ou 𝝁, est définie par :

𝑬 𝑿 = 𝒙𝟏𝒇 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐𝒇 𝒙𝟐 +. . +𝒙𝒏𝒇 𝒙𝒏 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊𝒇 𝒙𝒊

Exemple:

On lance deux dés parfaitement équilibrés. On définit alors Ω par:

Ω = {(1,1); (1,2); (1,3);…………..(6,6)}

On s’intéresse à la somme des deux points marqués sur les deux dés. Cette somme peut prendre les

valeurs suivantes: 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12.

Soit X la variable aléatoire qui caractérise la somme des deux points marqués sur les deux dés.

Le nombre total de possibilité est égal à :

Ω = {(1,1); (1,2); (1,3);………;(2,1); (2,2); (2,3);........ (6,6)} = 62 =36 possibilités
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1. Espérance mathématique 

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total

P(X=xi) 1

1/36

1/18

1/12

1/9 

5/36

1/6 

5/36

1/9 

1/12

1/18

1/36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p(x)

x



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 2: Loi de probabilité et indicateurs d'une variable aléatoire finie

1. Espérance mathématique 

𝑬 𝑿 = 𝒙𝟏𝒇 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐𝒇 𝒙𝟐 +. . +𝒙𝒏𝒇 𝒙𝒏 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊𝒇 𝒙𝒊 =

2 ×
1

36
+ 3 ×

2

36
+ 4 ×

3

36
+ 5 ×

4

36
+ 6 ×

5

36
+ 7 ×

6

36
+ 8 ×

5

36
+ 9 ×

4

36
+ 10 ×

3

36
+

11 ×
2

36
+ 12 ×

1

36
=

252

36
=7

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total

P(X=xi) 1



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 2: Loi de probabilité et indicateurs d'une variable aléatoire finie

2. Variance et écart type 

La variance d’une v.a. 𝑋 mesure la dispersion de 𝑋 notée : 𝑉𝑎𝑟(𝑥). Soit 𝑓(𝑋) la fonction de densité de

probabilité. La variance de 𝑋 et l’écart type sont alors définies par :

𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 × 𝒑𝒊 −𝝁𝑿

𝟐 = 

𝒊=𝟏

𝒏

(𝒙𝒊 − 𝝁𝑿)
𝟐 × 𝒑𝒊 = 𝑬[ 𝑿 − 𝑬 𝑿

𝟐
]

𝝈𝑿 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿
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2. Variance et écart type 

Exemple:

Partant de l’exemple précédent, calculons la 𝑽𝒂𝒓 𝑿 et l’écart-types de X :

 𝑽𝒂𝒓 𝑿 =  𝟐𝟐 ×
𝟏

𝟑𝟔
+ 𝟑² ×

𝟐

𝟑𝟔
+ 𝟒² ×

𝟑

𝟑𝟔
+ 𝟓² ×

𝟒

𝟑𝟔
+ 𝟔² ×

𝟓

𝟑𝟔
+ 𝟕² ×

𝟔

𝟑𝟔
+ 𝟖² ×

𝟓

𝟑𝟔
+ 𝟗² ×

𝟒

𝟑𝟔
+ 𝟏𝟎² ×

 𝝈𝑿 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝟓, 𝟖𝟑𝟑𝟑 = 𝟐, 𝟒𝟏𝟓

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total

P(X=xi) 1

𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 × 𝒑𝒊 −𝝁𝑿

𝟐 = 

𝒊=𝟏

𝒏

(𝒙𝒊 − 𝝁𝑿)
𝟐 × 𝒑𝒊 = 𝑬[ 𝑿 − 𝑬 𝑿

𝟐
]
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3. Covariance et la corrélation 

Définition 

Si 𝑋 et 𝑌 sont des variables aléatoires ayant une loi de probabilité produit (marginale) (et ayant pour

moyennes respectives 𝜇𝑋 et 𝜇𝑌), on définit la covariance de 𝑿 et 𝒀, 𝑪𝒐𝒗(𝑿, 𝒀), par :

 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 

𝒊,𝒋

𝒙𝒊 − 𝝁𝑿 × 𝒚𝒋 − 𝝁𝒀 × 𝐇 𝒙𝒊, 𝒚𝒋 = 𝑬[ 𝑿 − 𝝁𝑿 𝒀 − 𝝁𝒀

Remarque: La probabilité du couple (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 ) est définit par 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗 = H 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 . cette

dernière est appelée la distribution jointe ou encore la loi de probabilité produit de 𝑿 et 𝒀.

La loi de probabilité produit H(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) satisfait les conditions suivantes :

H(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) ≥ 0  

𝑖=1

𝑛

 

𝑗=1

𝑚

H 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 = 1

𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 

𝒊,𝒋

𝒙𝒊𝒚𝒋 × 𝐇 𝒙𝒊, 𝒚𝒋 − 𝝁𝑿 𝝁𝒀 = 𝑬 𝑿𝒀 − 𝝁𝑿𝝁𝒀
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3. Covariance et la corrélation 

Définition 

On définit la corrélation de 𝑋 et 𝑌, 𝝆(𝑿, 𝒀) , par :

𝝆 𝑿, 𝒀 =
𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀

𝝈𝑿 × 𝝈𝒀
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4. Variables aléatoires indépendantes 

Définition 

 On dit que 𝑋 et 𝑌 sont des v.a indépendantes si :

𝑷 𝑿 = 𝒙𝒊; , 𝒀 = 𝒚𝒋 = 𝑷 𝑿 = 𝒙𝒊 × 𝑷 𝒀 = 𝒚𝒋

 Si 𝑋 et 𝑌 ont des distributions respectives 𝑓′ et 𝑓, et une loi de probabilité produit 𝑯, l'équation

précédente peut alors s'écrire :

𝐇 𝒙𝒊, 𝒚𝒋 = 𝒇′(𝒙𝒊) × 𝒇(𝒚𝒋)

 On dit qu'un nombre fini de variables aléatoires 𝑋, 𝑌, . . , 𝑍 sur un ensemble fondamental Ω sont

indépendantes si :

𝑷 𝑿 = 𝒙𝒊; , 𝒀 = 𝒚𝒋 . . . , 𝒁 = 𝒛𝒌 = 𝑷 𝑿 = 𝒙𝒊 × 𝑷 𝒀 = 𝒚𝒋 ×. .× 𝑷(𝒁 = 𝒛𝒌)

Pour toutes les valeurs 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , . . , 𝑧𝑘
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4. Variables aléatoires indépendantes 

Exemple

Soient 𝑋 et 𝑌 des variables aléatoires ayant la loi de probabilité produit :

𝒀

𝑿
2 3 4 Somme

1 0,06 0,15 0,09 0,3

2 0,14 0,35 0,21 0,7

Somme 0,2 0,5 0,3

Les distributions de 𝑿 et de 𝒀 sont :

𝒙 1 2

𝒇(𝒙) 0,3 0,7

𝒚 2 3 4

𝒈(𝒚) 0,2 0,5 0,3

On compare par exemple :

𝑷 𝑿 = 𝟐; , 𝒀 = 𝟐 = 𝟎, 𝟏𝟒 = 𝑷 𝑿 = 𝟐 × 𝑷 𝒀 = 𝟐 = 0,7 × 0,2 = 𝟎, 𝟏𝟒

Donc 𝑿 et 𝒀 sont des variables aléatoires indépendantes.



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 2: Loi de probabilité et indicateurs d'une variable aléatoire finie

5. Opérations sur les variables aléatoires

Définition (opérations sur l’espérance)

 Soit 𝑋 une v.a. et 𝑎 un nombre réel. On a :

)𝑬 𝒂𝑿 = 𝒂 × 𝑬(𝑿 𝑬(𝑿 + 𝒂) = 𝑬 (𝑿) + 𝒂

 Soient 𝑋 et 𝑌 des variables aléatoires sur le même ensemble fondamental . On a :

𝑬(𝑿 + 𝒀) = 𝑬(𝑿) + 𝑬(𝒀) et 𝑬 𝑿𝟏 + 𝑿𝟏+. . +𝑿𝒏 = 𝑬 𝑿𝟏 + 𝑬 𝑿𝟐 + 𝑬 𝑿𝒏
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5. Opérations sur les variables aléatoires

Définition (opérations sur la variance)

 Soit 𝑋 une v.a. et 𝑎 un nombre réel. On a :

)𝑽𝒂𝒓 𝒂𝑿 = 𝒂²𝑽𝒂𝒓(𝑿 )𝒗𝒂𝒓(𝑿 + 𝒂) = 𝑽𝒂𝒓(𝑿

 Soit 𝑋 une v.a. de moyenne 𝜇 et d’écart type 𝜎𝑋 > 0 , On définit la v.a. centrée-réduite 𝑿∗

correspondant à 𝑋 par :

𝑿∗ =
𝑿 − 𝝁

𝝈𝑿

𝑬(𝑿∗) = 𝟎 𝑽𝒂𝒓(𝑿∗) = 𝟏
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5. Opérations sur les variables aléatoires

Définition (situation d’indépendance)

 Soit 𝑋 et 𝑌 des variables aléatoires indépendantes

𝑬 𝑿𝒀 = 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) 𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝒀 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝑽𝒂𝒓(𝒀) 𝑪𝒐𝒗(𝑿, 𝒀) = 𝟎
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Variable aléatoire discrète

Définition

Supposons que 𝑿 est une v.a. sur Ω, avec un espace image infini dénombrable ; c'est-à-dire 𝑋(Ω) =

{𝑥1 , 𝑥2 , … }. Les variables aléatoires qui possèdent un espace image fini sont appelées v.a. discrètes.

La loi de probabilité de 𝑿 : 𝒇 𝒙𝒊 = 𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊):

𝒙𝒊 𝒙𝟏 𝒙𝟐 …

𝒇(𝒙𝒊) 𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) …

On définit l'espérance mathématique 𝑬(𝑿), la variance 𝑽𝒂𝒓(𝑿) et l’écart type 𝝈𝑿 par:

𝑬 𝑿 = 𝒙𝟏𝒇 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐𝒇 𝒙𝟐 +⋯ 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = (𝒙𝟏 − 𝝁)²𝒇 𝒙𝟏 + (𝒙𝟐 − 𝝁)²𝒇 𝒙𝟐 +⋯

𝑬 𝑿 = 

𝒊=𝟏

∞

𝒙𝒊 × 𝒇 𝒙𝟏 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 

𝒊=𝟏

∞

(𝒙𝒊 − 𝝁)² × 𝒇 𝒙𝟏

𝝈𝑿 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿
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Exemple

On cherche l'espérance 𝑬(𝑿) de la v.a 𝑋, résultat du lancer d'un dé équilibré.

Comme : 𝑝(1) = 𝑝(2) = 𝑝(3) = 𝑝(4) = 𝑝(5) = 𝑝(6) =  𝟏 𝟔, on aura:

𝑬 𝑿 = 𝒙𝟏𝒇 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐𝒇 𝒙𝟐 +⋯

𝑬(𝑿) = 𝟏(  𝟏 𝟔) + 𝟐(  𝟏 𝟔) + 𝟑(  𝟏 𝟔) + 𝟒(  𝟏 𝟔) + 𝟓(  𝟏 𝟔) + 𝟔(  𝟏 𝟔) =  𝟕 𝟐
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Variable aléatoire continue

Définition

Une variable aléatoire 𝑿 est dite continue si elle peut prendre toutes ou presque toutes les valeurs d’un

intervalle et s’il existe une fonction 𝒇 appelée fonction de densité de probabilité, telle que la

probabilité pour que 𝑿 prenne une certaine valeur dans un intervalle 𝒂, 𝒃 soit égale à :

𝑷 𝒂 ≤ 𝑿 ≤ 𝒃 =  
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙

Remarque : 𝑓 ∶ ℛ ⟼ ℛ, telle que 𝑃 (𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) soit égale à l'aire située en dessous de la courbe 𝑓,

entre 𝑥 = 𝑎 et 𝑥 = 𝑏 (figure ci-dessous).



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 3: Variables aléatoires discrètes et continues

Variable aléatoire continue

Définition

la fonction 𝒇, la distribution ou la loi de probabilité continue de 𝑋 satisfait les conditions suivantes :

 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎   −∞
+∞

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟏

On définit l’espérance mathématique 𝑬 𝑿 , la variance 𝑽𝒂𝒓(𝑿) et l’écart type 𝝈𝑿 par :

𝑬 𝑿 =  
𝓡

.

𝒙𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝑽𝒂𝒓 𝑿 =  
𝓡

.

𝒙 − 𝝁 𝟐𝒇 𝒙 𝒅𝒙

𝑽𝒂𝒓 𝑿 =  
𝓡

.

𝒙𝟐𝒇 𝒙 𝒅𝒙 − 𝝁𝟐 = 𝑬 𝑿𝟐 − 𝝁𝟐

𝝈𝑿 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 3: Variables aléatoires discrètes et continues

Variable aléatoire continue

Exemple

Soit 𝑋 une v.a. continue ayant la distribution :

𝒇 𝒙 =  
𝟏

𝟐
𝒙 𝑺𝒊 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐

𝟎 𝒂𝒊𝒍𝒍𝒆𝒖𝒓𝒔

Calculons l’espérance mathématique, la variance et l’écart type de 𝑋:

𝑬 𝑿 =  
𝓡

.

𝒙𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝟎

𝟐

𝒙 × (
𝟏

𝟐
𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟎

𝟐 𝟏

𝟐
𝒙𝟐𝒅𝒙 =

𝒙𝟑

𝟔
𝟎

𝟐

=
𝟒

𝟑

𝑬 𝑿𝟐 =  
𝓡

.

𝒙𝟐𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝟎

𝟐

𝒙𝟐 × (
𝟏

𝟐
𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟎

𝟐𝟏

𝟐
𝒙𝟑𝒅𝒙 =

𝒙𝟒

𝟖
𝟎

𝟐

= 𝟐

𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝑬 𝑿𝟐 − 𝝁𝟐 = 𝟐 −
𝟒

𝟑

𝟐

=
𝟐

𝟗

𝝈𝑿 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿 =
𝟐

𝟗
=
𝟏

𝟑
𝟐



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 4: Fonction de répartition 

Définition

Soit 𝑋 une v.a. (discrète ou continue). On définit la fonction de répartition 𝑭 de 𝑿 par la fonction 𝐹 ∶

ℜ ⟼ ℜ telle que : 𝑭𝑿(𝒂) = 𝑷(𝑿 ≤ 𝒂) et 0 ≤ F(X) ≤ 1

 Si 𝑿 est une v.a. discrète ayant une loi de probabilité 𝑓, 𝐹 est la « fonction en escaliers » définie

par : 𝑭𝑿(𝒙) =  

𝒙𝒊≤𝒙

(𝒇 𝒙𝒊)

 Si 𝑿 est une v.a. continue ayant une loi de probabilité 𝑓 :

𝑭𝑿(𝒕) =  
−∞

𝒙

𝒇 𝒕 𝒅𝒕

 Dans les deux cas, 𝐹 est monotone croissante, c.à.d. : 𝑭(𝒂) ≤ 𝑭(𝒃) lorsque 𝑎 ≤ 𝑏;

 La limite de 𝐹 à gauche est 0, et sa limite à droite est 1 : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝑭(𝒙) = 𝟎 et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝑭(𝒙) = 𝟏



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 4: Fonction de répartition 

Exemple

Soit 𝑋 une v.a. discrète ayant la distribution suivante :

Remarquons que 𝐹 est une fonction en escalier



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 4: Fonction de répartition 

Exemple

Soit 𝑋 une v.a. continue ayant la distribution suivante :

𝑓 𝑥 =  
1

2
𝑥 𝑆𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

0 𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

𝐹 𝑥 =

0 𝑠𝑖 𝑥 < 0
1

4
𝑥2 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

1 𝑠𝑖 𝑥 > 2

𝑭𝑿(𝒕) =  
−∞

𝒙

𝒇 𝒕 𝒅𝒕



Chapitre 3: Variables aléatoires

Section 5: Loi des grands nombres (convergence en probabilité)

Définition

Inégalité de Tchebycheff

Soit 𝑋 une v.a. de moyenne 𝜇 et d'écart-type 𝜎 Alors pour tout 𝜉 > 0

𝑃( 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝜉) ≤
𝜎2

𝜉2

Loi des grands nombres 

Soit 𝑋1, 𝑋2, . ., une suite de v.a. indépendantes, ayant la même loi de probabilité, de moyenne 𝜇 et

variance 𝜎2. Soit : 𝑺𝒏 = (𝑿𝟏 + 𝑿𝟐+. . +𝑿𝒏)/𝒏. Alors pour tout 𝝃 > 𝟎

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝑷( 𝑺𝒏 − 𝝁 ≥ 𝝃) = 𝟎 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝑷( 𝑺𝒏 − 𝝁 < 𝝃) = 𝟏

 𝑬 𝑺𝒏 = 𝝁 et 𝑽𝒂𝒓 𝑺𝒏 =
𝝈𝟐

𝒏
donc d'après l'inégalité de Tchebycheff :

𝑷( 𝑺𝒏 − 𝝁 ≥ 𝝃) ≤
𝝈𝟐

𝒏𝝃𝟐
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Variable aléatoire discrète 

 Définition v.a. à valeurs discontinues dans un intervalle donné : dénombrement

 Loi de probabilité
soit l’évènement {𝑿 = 𝒙𝒊}, à 𝒙𝒊 on associe 𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊) ou pi alors  𝒑𝒊 = 𝟏

 Représentation Diagramme en bâtons

 Espérance 𝑬(𝑿) = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊𝒑𝒊

 Variance 𝑽(𝑿) = 

𝒊=𝟏

𝒏

(𝒙𝒊−𝑬(𝒙))²𝒑𝒊 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊²𝒑𝒊 − 𝑬(𝑿)²

Variable aléatoire continue

 Définition v.a. à valeurs continues dans un intervalle donné : mesure

 Densité de probabilité 𝒙 → 𝒇(𝒙) telle que  −∞
+∞

𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟏

𝑷(𝒂 < 𝑿 < 𝒃) =  

𝒂

𝒃

𝒇(𝒙)𝒅𝒙

 Fonction de répartition

𝑭𝒙(𝒕) = 𝑷( 𝑿 < 𝒕) =  

−∞

𝒕

𝒇(𝒙)𝒅𝒙

 Représentation Histogramme

 Espérance

𝑬(𝑿) =  

−∞

+∞

𝒙𝒇(𝒙)𝒅𝒙

 Variance

𝑽 𝑿 =  

−∞

+∞

(𝒙𝒊−𝑬(𝒙))²𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  

−∞

+∞

𝒙𝒊²𝒇(𝒙)𝒅𝒙 − 𝑬(𝑿)²

Indépendance entre variables aléatoires

 Loi d’un couple 𝑿,𝒀 𝑯𝒊𝒋 = 𝑷((𝑿 = 𝒙𝒊) 𝒆𝒕 (𝒀 = 𝒚𝒋))

 Espérance 𝑬(𝑿+ 𝒀) = 𝑬(𝑿) + 𝑬(𝒀)

 Variance 𝑽(𝑿 + 𝒀) = 𝑽(𝑿) + 𝑽(𝒀) + 𝟐𝒄𝒐𝒗(𝑿, 𝒀)

Indépendance

si 𝑿 et 𝒀 sont deux variables aléatoires indépendantes 𝑬(𝑿𝒀) = 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀)

𝑽(𝑿 + 𝒀) = 𝑽(𝑿) + 𝑽(𝒀)

Opérations 𝑬(𝒂𝑿 + 𝒃) = 𝒂𝑬(𝑿) + 𝒃

𝑽(𝒂𝑿 + 𝒃) = 𝒂²𝑽(𝑿)

Inégalité de de Tchebycheff
𝑷( 𝑿 − 𝝁 ≥ 𝝃) ≤

𝝈𝟐

𝝃𝟐

Synthèse


